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Abstract– In this paper, we deal with quantum information decoding. Quantum codes are known as a
technique to correct errors of quantum information caused by noise or operational errors and one of the
most popular codes is the so-called stabilizer codes. Various implementation methods have been proposed
to encode the original information into the stabilizer codes, but there have been few studies on decoding to
extract original information from the codes. In this paper, we propose a decoding method of stabilizer codes
for noise using dissipation dynamics and show that the original information can be extracted from the code.
We furthermore evaluate its effectiveness by demonstrating numerical simulations.
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1 はじめに
1.1 背景
量子力学に基づいて動作する量子コンピュータは，古
典的なコンピュータでは現実的な時間や規模で解くこ
とが難しい一部の問題に対して，高速に解くことが期
待されている．例えば，素因数分解を行う問題に対し
て，古典コンピュータでは準指数時間で解くアルゴリズ
ムしか知られていないが，量子コンピュータでは Shor

のアルゴリズム [1]により多項式時間で解けることが示
されている．実際，2001年には 7 qubits の量子コン
ピュータで素因数分解に成功した例が報告されている
[2]．
一方，汎用的な量子コンピュータの実現はいまだ容
易ではない．その最大の要因にノイズに対する量子コ
ンピュータの脆弱性が挙げられる．そのため量子コン
ピュータでは，計算過程でノイズによって情報に誤り
が生じた際に，その誤りを検知および訂正する機能が
求められる．そのような方法として，情報に冗長性を
持たせる符号化によりこれを実現する量子誤り訂正符
号という手法が注目されている．特に誤り訂正符号の
一種であるスタビライザ符号 [3]への符号化方法につい
ては既に多くの研究 [4, Sec. 10.5][5]がなされてきた．
その一方，これらの研究は種々のユニタリ操作が可能
という仮定のもとでの数学的議論に限られており，そ
の実現性については十分検討されていない．さらに，符
号から元の情報を取り出す復号方法についてはこれま
でほとんど研究されてこなかった．量子情報理論では，
情報を取り出すには系にユニタリ演算子を作用させる
ことで仮想空間と呼ばれる空間に符号化されている情
報を実 qubit に移してから測定することを想定される
が，この手法では qubit の繊細な制御が必要とされて
しまい，実問題においては確実に情報を取り出すこと
が難しい．情報は復号されなければ意味がないため，確
実に復号化する手法の開発が望まれる．
以上を背景に本研究では，物理的実現性を考慮し，先
行研究 [5] に倣いマルコフ散逸ダイナミクスを用いた

スタビライザ符号の復号手法を提案する．この方法で
は系の重ね合わせ状態を崩すことなく量子情報を復号
することができる．また，散逸系を用いることで漸近
的に目標状態へと収束することが保証されているため，
ユニタリ操作のように厳密な時間制御を行う必要がな
い点も大きな特徴である．
1.2 記号の表記
Z2 を 2 を法とする整数の乗法群とし，X⊤, X†,

Tr (X)をそれぞれ行列 X の転置，共役転置，トレー
スとする．また，行列 A, B について交換子 [A,B] =

AB−BA, 反交換子 {A,B} = AB+BAを定める．最
後に，A⊗B,A⊕B はそれぞれ Aと B のテンソル積
と直和を表す．ただし，第 2.2節のみ ⊕は排他的論理
和を表す．
2 基本概念
2.1 量子情報の基本概念
本節の内容は [6, 7]を参考にした．i :=

√
−1とし複

素ヒルベルト空間H = Cn の元を |ϕ⟩ ∈ Hのように表
記する．また，その双対空間の元を ⟨ψ| ∈ H∗のように
書き，前者をケット，後者をブラと呼ぶ．ケットとブ
ラの間には ⟨ϕ| = |ϕ⟩† の関係がある．ここに (·)† は共
役転置を取る演算子である．⟨ψ|ϕ⟩は内積を表し，ノル
ムは ∥ϕ∥ :=

√
⟨ϕ|ϕ⟩である．

量子系の状態はヒルベルト空間の単位ベクトル
(∥ϕ∥ = 1 なる |ϕ⟩) で記述される．また，eiθ |ϕ⟩ は任
意の θ ∈ Rについて同一の物理状態に対応する．すな
わち，状態ベクトル全体にかかるグローバルな位相因
子は物理的意味を持たない．
C2 の標準基底を古典ビットとのアナロジーから

{|0⟩ , |1⟩}のように表記し，量子ビット (qubit)と呼ぶ．

|0⟩ =
[

1

0

]
, |1⟩ =

[
0

1

]
同様に n-qubitの系 (C2

)⊗nは 2n個の標準基底を持ち，
それらは |i1i2 · · · in⟩ ,∀ik ∈ {0, 1}と表される．ここに
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|i1i2 · · · in⟩は |i1⟩ ⊗ |i2⟩ ⊗ · · · ⊗ |in⟩を略記したもので
ある．以降，特に断らない限り行列表示の基底には標
準基底を選ぶものとする．
実際の物理系においては，観測者の情報不足により
物理系の状態が確率的に混合する場合がある．このよ
うな状態は状態ベクトルで記述できないため，密度演
算子というものを導入して記述する．いま系が確率 pi
で状態 |ϕi⟩にあったとする．このとき，この系の状態
を表す密度演算子は

ρ =
∑
i

pi |ϕi⟩ ⟨ϕi|

で定められる．密度演算子は次の性質を満たすことが
知られている．

ρ = ρ†, ρ ≥ 0, Tr (ρ) = 1.

また，状態 ρの下で物理量 Aを測定したときに得られ
る結果の期待値は

⟨A⟩ = Tr (Aρ) (2.1)

によって与えられる．系が確率 1でただ一つの状態に
あるとき系は純粋状態にあるといい，確率 {pi}i で混
合しているとき系は混合状態にあるという．この状態
を判別する方法に純粋度と呼ばれる Tr

(
ρ2
)で与えら

れる量を調べる方法があり，

Tr
(
ρ2
)
= 1 ⇔系は純粋状態にある

Tr
(
ρ2
)
< 1 ⇔系は混合状態にある

の関係が成り立つことが知られている．
次に示す 3 つの複素正方行列 X,Y, Z に単位行列 I

を加えた 4つの行列 {I,X, Y, Z}をパウリ行列と呼ぶ．

X =

[
0 1

1 0

]
, Y =

[
0 −i

i 0

]
, Z =

[
1 0

0 −1

]
任意の行列 Aについて，

A = c0I + c1X + c2Y + c3Z (2.2)

なる複素係数の組 c0, c1, c2, c3 ∈ Cが存在することが
知られている．
2.2 スタビライザ符号
まず，パウリ群を導入する．パウリ行列X,Y, Zはそ
の自乗が単位行列に等しく

X2 = Y 2 = Z2 = I,

また，相異なる行列同士の積は次の関係式を満たす．

XY = −Y X = iZ,

Y Z = −ZY = iX,

ZX = −XZ = iY

したがって，

P := {±1,±i} × {I,X, Y, Z}

は群をなす．一般にパウリ行列の n重テンソル積を取
った

Pn := {±1,±i} × {I,X, Y, Z}⊗n

を n-qubits のパウリ群と呼ぶ．また，下付きの添字
により作用先の qubit を表すことにする．すなわち，
Xj , Yj , Zj はそれぞれ j番目の qubitにのみX,Y, Z と
して作用し，他の qubitには I として作用する．
パウリ群 Pn の部分群 S であって，全ての要素が互
いに可換であるような S をスタビライザ群と呼ぶ．す
なわち，

∀Si, Sj ∈ S ⊂ Pn, [Si, Sj ] = 0

が成り立つ．スタビライザ群 S の独立な元の最大集合
を S の生成子と呼ぶ．ここに独立であるとは他の元の
積で表せないことを意味する．
生成子 {Si}ri=1 で生成されるスタビライザ群を

⟨S1, S2, . . . , Sr⟩で表す．また，

Si |ϕ⟩ = |ϕ⟩ for all Si ∈ S

を満たす状態 |ϕ⟩を S によってスタビライズされる状
態と呼ぶ．
次に論理演算子を導入する．スタビライザ群 S =

⟨{Si}ri=1⟩に対して，次のような性質を満たす論理演算
子 {Xk, Zk

}n−r

k=1
⊂ Pn を定める．[

Xk, Si

]
=
[
Zk, Si

]
= 0, for all i, k{

Xk, Zk

}
= 0, for all k[

Xk, Zl

]
= 0, for all k ̸= l[

Xk, X l

]
=
[
Zk, Zl

]
= 0, for all k, l

スタビライザ符号 Cはスタビライザ群 S と論理演算
子 {Xk, Zk

}n−r

k=1
の組に対して定められる．一般に互い

に可換でかつ独立な n個の元を Pn から取ると，その
固有値 +1の同時固有状態は一意に決定される．そこ
で C の各符号語を次のように定める．〈

S1, . . . , Sr, (−1)i1Z1, (−1)i2Z2, . . . , (−1)in−rZn−r

〉
によってスタビライズされる状態を，論理基底
|i1i2 · · · in−r⟩L として定める．このとき，定義から

Zk |i1i2 · · · in−r⟩L = (−1)ik |i1i2 · · · in−r⟩L

を満たし，さらに

Zk

(
Xk |i1i2 · · · in−r⟩L

)
=−XkZk |i1i2 · · · in−r⟩L
=(−1)ik⊕1

(
Xk |i1i2 · · · in−r⟩L

)
から

Xk |i1 · · · ik · · · in−r⟩L = |i1 · · · (ik ⊕ 1) · · · in−r⟩L

を満たす．ただし，⊕は排他的論理和を表す．これよ
り Xk, Zk は論理基底上でパウリ演算子のように振る
舞うことが確認できる．スタビライザ群と論理演算子



によって定められる量子誤り訂正符号をスタビライザ
符号という．
最後に生成子 {Si}ri=1 の効果的な表現方法として検
査行列 [4, Sec. 10.5] を導入する．これは r × 2n 型
の行列で，i 行目は生成子 Si に対応している．いま
Si = Pi1 ⊗ · · · ⊗ Pin, Pij ∈ {I,X, Y, Z}であるとする
と，検査行列M の要素は

Mi,j = 0, Mi+n,j = 0 (Pij = I)

Mi,j = 1, Mi+n,j = 0 (Pij = X)

Mi,j = 1, Mi+n,j = 1 (Pij = Y )

Mi,j = 0, Mi+n,j = 1 (Pij = Z)

となる．また，次のような行列 Λを定める．

Λ =

[
0 In
In 0

]

このとき，パウリ群 g1, g2 が可換であるとは，それぞ
れの対応する検査行列G1, G2がG1ΛG

⊤
2 = 0を満たす

ことと同値である．
検査行列において，行の置換は生成子のラベルの付
け直しを，列の置換は qubitのラベルの付け直しを，行
同士の加算は生成子同士の積による生成子の取り直し
を意味する．よって，検査行列に行基本変形および列
の置換を施しても，対応するスタビライザ群は変化し
ない．この性質を利用した検査行列の標準形が存在し，
任意の検査行列は

S =

[
A1 A2 Ik B 0 C

0 0 0 D Ir−k E

]

の形に変形できる．ここに各ブロック行列は A1 ∈
Zk×n−r
2 , A2 ∈ Zk×r−k

2 , B ∈ Zk×n−r
2 , C ∈ Zk×k

2 , D ∈
Zr−k×n−r
2 , E ∈ Zk×r−k

2 の形状をしたバイナリ行列で
ある．

3 先行研究
3.1 マルコフ散逸ダイナミクス
本章では F. Ticozziらによるマルコフ散逸ダイナミ
クスを用いた符号化手法 [5]についてまとめる．対象と
なる符号空間は C ≃ HL ⊗HF ⊕HRと分解できる [8]．
ここにHL は符号化された論理情報に対応するヒルベ
ルト空間を，HF は符号による冗長項に対応するヒル
ベルト空間を，HR はこれらに直交するヒルベルト空
間をそれぞれ表す．同様に，物理系に対応するヒルベ
ルト空間もHP = HL′ ⊗HF ′ ⊕HR′ のように分解でき
る．ここでHL′ はHLに等長であるが，HF ′ はHF に
等長である必要はない．このように表せば，符号化は
HP から C への写像として構成することができる．
量子系における連続時間のマルコフ散逸ダイナミク
スは GKS-Lindbladマスター方程式 [9]により記述さ

れる．

ρ̇ = L(ρ)
= −i[H, ρ]

+
∑
k

(
LkρL

†
k − 1/2

{
L†
kLk, ρ

})
(3.1)

ここに ρは系の状態を記述する密度演算子であり，H
は系のハミルトニアンを表すエルミート行列，Lkは散
逸項を表す任意の行列である．
3.2 連続時間符号化
先行研究 [5]では，この散逸項を適切に設計すること
で任意の情報の符号化が可能であることを示した．以
下，その手法について簡単にまとめる．
符号空間 C に対応するスタビライザ群 S =

⟨S1, S2, . . . , Sr⟩ ⊂ Pn が与えられたとき，第 2.2節の
手順により生成子の検査行列は次のように表せる．

S =

[
A1 A2 Ik B 0 C

0 0 0 D Ir−k E

]
このとき，次の行列 GX , GZ を定める．

GX =
[
In−r D⊤ 0 0 0 B

]
GZ =

[
0 0 0 In−r 0 A⊤

1

]
これは SΛG⊤

X = SΛG⊤
Z = 0, GXΛG⊤

Z = I を満たすの
で，GX , GZ がそれぞれの検査行列になるように，論
理演算子 {Xk

}n−r

k=1
,
{
Zk

}n−r

k=1
を取ることができる．

次に訂正行列 {Ck}rk=1を以下の手順により構成する．
まず，次のような行列 S を取る．

S :=

 S

GZ

GX

 ∈ Z(2n−r)×2n
2

この Sに対して，SΛxk = ek（ekは k番目の要素のみ
が 1で他の要素が 0の単位ベクトル）なる {xk}rk=1が
取れる [4, Prop. 10.4]．このようにして取った xkが検
査行列となるように対応する Ck を取ると，訂正行列
{Ck}rk=1が構成できる．{Ck}rk=1は次の性質を満たす．[

Ck, Xi

]
=
[
Ck, Zi

]
= 0, ∀i, k

{Ck, Sk} = 0, ∀k
[Ck, Si] = 0, ∀i ̸= k

最後にスタビライザ群の生成子 {Sk}rk=1と上で構成
した訂正行列{Ck}rk=1を用いて，連続時間散逸エンコー
ダ（Continuous-time Dissipative Encoder, CDE）を構
成する．次に示すΦkを用いて，写像Φ := Φr ◦ · · · ◦Φ1

を定める．

Φk(ρ) = A+,kρA
†
+,k +A−,kρA

†
−,k, k = 1, . . . , r

ただし，A+,k, A−,k は次式で与えられる．

A+,k =
1

2
(I + Sk) , A−,k =

1

2
Ck (I − Sk)



このとき CDEは

L(ρ) = Φ(ρ)− ρ (3.2)

で与えられ，これが GKS-Lindblad方程式の特別な場
合になっていることが確認できる (補題 1)．
F. Ticozziらは式 (3.2)で与えられるCDEについて，
いくつかの定理を示し，これによって符号化が可能で
あることを示している．まず，系を式 (3.2)にしたがっ
て時間発展させたとき，系が漸近的に収束すること [10,

Prop. 43]．次に，その収束先が符号空間 C 上であり，
さらに C 上の元を不変に保つこと [5, Prop. 1]．最後
に，符号化にあたって付随する冗長化項（HF ′の元）の
初期値を上手く取ることで，元の情報と対応する符号
語に適切に写されることを示した [5, Thm. 2]．
4 散逸系による復号化
4.1 復号空間
この章では第 3章の手法により符号化した状態に対
して，マルコフ散逸ダイナミクスを用いて復号する手
法を示す．対象となる符号空間 CEに対応するスタビラ
イザ群 S の生成子，CE の論理演算子

{
Xk, Zk

}n−r

k=1
が

S =

[
A1 A2 Ik B 0 C

0 0 0 D Ir−k E

]
GX =

[
In−r D⊤ 0 0 0 B

]
(4.1)

GZ =
[
0 0 0 In−r 0 A⊤

1

]
(4.2)

で与えられていたとする．このとき，次のような生成
子 S′ で生成されるスタビライザ群 SD を考える．

S′ =

[
0 0 0 0 0 Ik
0 Ir−k 0 0 0 0

]
(4.3)

これらは
S′ΛG⊤

X = S′ΛG⊤
Z = 0 (4.4)

を満たすので，スタビライザ群 SD と論理演算子{
Xk, Zk

}n−r

k=1
で構成される符号空間 CD を考えること

ができる．本手法では CE から CDへの適切な写像を構
成し，それによりスタビライザ符号の復号が行えるこ
とを示す．
以降，特に断らない限りSDの生成子を {S′

k}
r
k=1，CD

の論理演算子を
{
X

′
k, Z

′
k

}n−r

k=1
で表す．当然

Xk = X
′
k, Zk = Z

′
k, k = 1, . . . , n− r (4.5)

である．
4.2 提案手法
まず，第 3.2節と同様にして訂正行列 {C ′

k}
r
k=1を構

成する．すなわち，

S
′
:=

 S′

GZ

GX

 ∈ Z(2n−r)×2n
2

に対して S
′
Λx′k = ek なる x′k から C ′

k を定める．この
とき {C ′

k}
r
k=1 は次の性質を満たす．[
C ′

k, X
′
i

]
=
[
C ′

k, Z
′
i

]
= 0, ∀i, k (4.6)

{C ′
k, S

′
k} = 0, ∀k (4.7)

[C ′
k, S

′
i] = 0, ∀i ̸= k (4.8)

また，Φ′ := Φ′
r ◦ · · · ◦ Φ′

1 についても同様に定める．

Φ′
k(ρ) = A′

+,kρA
′†
+,k +A′

−,kρA
′†
−,k, k = 1, . . . , r

(4.9)

A′
+,k =

1

2
(I + S′

k) , A′
−,k =

1

2
C ′

k (I − S′
k) (4.10)

これを用いて連続時間散逸デコーダ（Continuous-time

Dissipative Decoder, CDD）を次のように構成する．

L′(ρ) = Φ′(ρ)− ρ (4.11)

定理 1

式 (4.11)で表される CDDによって系を時間発展させ
ると，系は符号空間 CD上に収束し，また CD上の状態
を不変に保つ．
証明. まず，不変性について示す．CD 上の任意の状態
は論理演算子の線形結合で表されるため，CDDが論理
演算子を不変に保つことを示せば十分である．これは
式 (4.4), (4.6)より論理演算子が S′

k, C
′
k と可換である

ことと，PP † = I, ∀P ∈ Pn が成り立つことから直ち
にわかる．
次に収束性について示す．CDDが何らかの集合に漸
近的に収束することは示されている [10, Prop. 43]の
で，それが符号空間 CD 上であることを示せば十分で
ある．Φ′ は次のように変形できる．

Φ′(ρ) = Φ′
r ◦ · · · ◦ Φ′

1(ρ)

=
∑

s1,...,sr∈{+,−}

A′
sr,r · · ·A

′
s1,1ρA

′†
s1,1

· · ·A
′†
sr,r

ここで，式 (4.7)より

A′
−,k =

1

2
C ′

k (I − S′
k) =

1

2
(I + S′

k)C
′
k

とできる．これと式 (4.8)，および (I + S′
k) /2が S′

kの
固有値 +1の固有空間への射影演算子になっているこ
とに注意すると，A′

sr,r · · ·A
′
s1,1 は任意の s1, . . . , sr ∈

{+,−}についてΠCD
Cと表せる．ここにΠCD

はスタビ
ライザ空間への射影演算子で，C は訂正行列 {C ′

k}
r
k=1

の適当な結合である．したがって，CDDの収束先は符
号空間 CD 上に存在する．
定理 1より，復号元の空間 CE の状態からCDDにし
たがって時間発展させると復号先の空間 CD 上の何れ
かの点に収束することがわかった．次に，その収束先
が元の符号語と対応する適切な符号語になっているこ
とを示す．



定理 2

任意の ρ ∈ CE に対して

Tr

(
X

′p1

1 Z
′q1
1 . . . X

′pn−r

n−r Z
′qn−r

n−r lim
t→+∞

eL
′t [ρ]

)
= Tr

(
X

p1

1 Z
q1
1 . . . X

pn−r

n−r Z
qn−r

n−r ρ
)

(4.12)

が全ての pi, qi ∈ {0, 1}の組み合わせについて成り立つ．
証明.

Tr

(
X

′p1

1 Z
′q1
1 . . . X

′pn−r

n−r Z
′qn−r

n−r lim
t→+∞

eL
′t [ρ]

)
= Tr

(
lim

t→+∞
eL

′†t
[
X

′p1

1 Z
′q1
1 . . . X

′pn−r

n−r Z
′qn−r

n−r

]
ρ

)
= Tr

(
X

′p1

1 Z
′q1
1 . . . X

′pn−r

n−r Z
′qn−r

n−r ρ
)

= Tr
(
X

p1

1 Z
q1
1 . . . X

pn−r

n−r Z
qn−r

n−r ρ
)

二行目への変形は Schrödinger表示からHeisenberg表
示への切り替え，三行目への変形は論理演算子がCDD

によって不変であること，最後の変形は式 (4.5)を用い
た．
式 (2.2)の一般化により，論理 qubitsに作用する任
意の行列は論理演算子のテンソル積の線形結合によっ
て表すことができることと，式 (2.1)に注意すると，定
理 2より，CDDは CE 上の符号語を対応する CD 上の
適切な符号語に移していることが確かめられる．最後
に CDDによりスタビライザ符号が復号されているこ
とを示す．
定理 3

任意の |i1i2 · · · ir⟩L ∈ CD に対して

|i1i2 · · · ir⟩L = |i1i2 · · · ir⟩ ⊗ |ψi⟩

が成り立つ．
証明. 式 (4.3) より，CD 上の任意の符号語の後ろ r-

qubitsは

|ψ⟩ := (|+⟩)⊗r−k ⊗ (|0⟩)⊗k

と一意に定まる．このとき式 (4.2)から Z
′
k は

Z
′
:

n−r︷ ︸︸ ︷
I · · · IZI · · · I

r−k︷ ︸︸ ︷
I · · · I

k︷ ︸︸ ︷
(I or Z) · · · (I or Z)

となっているので，後ろ r-qubitsに注目すると
r−k︷ ︸︸ ︷
I · · · I

k︷ ︸︸ ︷
(I or Z) · · · (I or Z) |ψ⟩ = |ψ⟩

が成り立つ．ただし，⊗を省略した．さらに，前 (n−r)-
qubitsに注目すると Z

′
k は Zk に一致し，生成子 S′

k は
単位行列 I に一致するから，

Z
′
k = Zk ⊗ Z̃k

S′
k = I ⊗ S̃k

とかける．
スタビライザ符号の定義より |i1i2 · · · ir⟩L は〈
S′
1, . . . , S

′
r, (−1)i1Z

′
1, (−1)i2Z

′
2, . . . , (−1)in−rZ

′
n−r

〉
によってスタビライズされる状態である．まず，
生成子 {S′

k}
r
k=1 にスタビライズされることから，

|i1i2 · · · ir⟩L = |ϕi⟩ ⊗ |ψ⟩とかける．次に

(−1)ikZ
′
k |i1i2 · · · ir⟩L = (−1)ik (Zk |ϕi⟩)⊗

(
Z̃k |ψ⟩

)
= (−1)ik (Zk |ϕi⟩)⊗ |ψ⟩
=
(
(−1)ikZk |ϕi⟩

)
⊗ |ψ⟩

と，(−1)ikZ
′
k によってスタビライズされることから

(−1)ikZk |ϕi⟩ = |ϕi⟩ , k = 1, . . . , n− r

が成り立つ．このような |ϕi⟩ は |i1i2 · · · ir⟩ に限られ
る．

さらに，CDEと CDDはともに変換の前後で状態の
純粋度を変化させないことが確認できている．証明手順
は同様であるため，ここでは CDDについてのみ示す．

定理 4

lim
t→+∞

eL
′t [ρ] = ρ′ ∈ CD とする．

Tr
(
ρ2
)
= Tr

(
ρ

′2
)

が成り立つ．

証明. CD上の任意の状態は論理演算子の線形結合で表
せるから，

ρ′ =
∑
p,q

c′p,qX
′p1

1 Z
′q1
1 . . . X

′pn−r

n−r Z
′qn−r

n−r

なる複素係数 {c′p,q}p,q が取れる．このときトレースの
線形性とX

′
k = Xk, Z

′
k = Zk，および定理 2から次式

が成り立つ．

Tr
(
ρ

′2
)
= Tr

(∑
p,q

c′p,qX
′p1

1 Z
′q1
1 . . . X

′pn−r

n−r Z
′qn−r

n−r ρ′

)

=
∑
p,q

c′p,qTr
(
X

′p1

1 Z
′q1
1 . . . X

′pn−r

n−r Z
′qn−r

n−r ρ′
)

=
∑
p,q

c′p,qTr
(
X

p1

1 Z
q1
1 . . . X

pn−r

n−r Z
qn−r

n−r ρ
)

= Tr

(∑
p,q

c′p,qX
′p1

1 Z
′q1
1 . . . X

′pn−r

n−r Z
′qn−r

n−r ρ

)
= Tr (ρ′ ρ)

= Tr (ρ ρ′)

再び論理演算子による分解から

ρ =
∑
p,q

cp,qX
p1

1 Z
q1
1 . . . X

pn−r

n−r Z
qn−r

n−r



なる複素係数 {cp,q}p,q が取れて，

Tr (ρ ρ′) = Tr

(∑
p,q

cp,qX
p1

1 Z
q1
1 . . . X

pn−r

n−r Z
qn−r

n−r ρ
′

)

=
∑
p,q

cp,qTr
(
X

′p1

1 Z
′q1
1 . . . X

′pn−r

n−r Z
′qn−r

n−r ρ′
)

=
∑
p,q

cp,qTr
(
X

p1

1 Z
q1
1 . . . X

pn−r

n−r Z
qn−r

n−r ρ
)

= Tr
(
ρ2
)

が成り立つ．

全く同様の手順により，CDEによる変換の前後にお
いても状態の純粋度は変化しないことが証明できる．
これにより CDE による符号化や CDD による復号化
を行っても，元の状態の純粋度は変化しないことがわ
かる．
5 数値実験
5.1 実験設定
適当に取った初期状態に対して，CDEを用いて CE上
に符号化し，その後CDDを用いて CD上へ復号する数
値実験を行った．1-qubitの情報の符号化を考える．ま
ず，符号化先の CE は ⟨Z1Z2, Z1Z3⟩で生成されるスタ
ビライザ符号とする．第 3.2節に従って訂正行列を取る
と，C1 = X2, C2 = X3となる．なお，CEは反復符号と
呼ばれるもので，論理基底は |0⟩L = |000⟩ , |1⟩L = |111⟩
となっている．次に，第 4章の手順に従って復号先の CD
を構成すると，CDは ⟨X2, X3⟩で生成されるスタビライ
ザ符号であり，その訂正行列はC1 = Z1Z2, C2 = Z1Z3

となる．
次に示す三つの初期状態に対して数値実験を行った．

• Case 1: 純粋状態

ρ = |0⟩ ⟨0|

• Case 2: 混合状態

ρ =
1

4
|0⟩ ⟨0|+ 3

4
|1⟩ ⟨1|

• Case 3: 重ね合わせ状態の混合状態

ρ =
2

3
|ϕ1⟩ ⟨ϕ1|+

1

3
|ϕ2⟩ ⟨ϕ2| ,

|ϕ1⟩ =
1

2
|0⟩+

√
3

2
|1⟩ ,

|ϕ2⟩ =
1√
2
|0⟩+ 1√

2
|1⟩

各初期状態ごとに CDEと CDDをそれぞれ 10, 000ス
テップずつ実行した．その際，各ステップの時間幅は
dt = 0.001とした．
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Fig. 1: Case 1での符号化 (上)と復号化 (下)における
純粋度の変化および目標状態との距離の変化
5.2 結果と考察
横軸に時間ステップ，左縦軸に純粋度，右縦軸に目
標状態との距離を取り，各初期状態から始めたときの
符号化と復号化の様子を Fig. 1–3にプロットした．こ
こに目標状態 ρ∗との距離は ∥ρ− ρ∗∥2 = σmax(ρ− ρ∗)

で与えられる．また，初期状態と復号後の最終状態に
ついても距離を計算した．その結果を Table 1に示す．

Table 1: 初期状態と復号後の最終状態との距離
初期状態 初期状態と最終状態との距離
Case 1 4.120× 10−5

Case 2 2.900× 10−5

Case 3 3.860× 10−5

全ての場合において，純粋度 (purity)は始め減少し
た後ある時刻から増加し，最終的に変換前の純粋度に
収束していることがわかる．また，目標状態との距離
はいずれの場合においても短調に減少していることが
確認できる．さらに Table 1から初期状態と復号後の
最終状態の差は十分小さく，数値誤差を除いて元の状
態を正しく復号できていることがわかる．

6 おわりに
6.1 本研究のまとめ
本論文では，まず第 3章で，先行研究によるスタビ
ライザ符号への符号化方法をまとめ，続く第 4章にて，
それに対する散逸ダイナミクスを用いた復号化手法を
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Fig. 2: Case 2での符号化 (上)と復号化 (下)における
純粋度の変化および目標状態との距離の変化
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Fig. 3: Case 3での符号化 (上)と復号化 (下)における
純粋度の変化および目標状態との距離の変化

提案した．証明においては，始めに CDDの平衡点の
集合が復号先の符号空間 CD 上にあることを示し，次
に，もとの符号空間 CE 上の符号語をCDDに従って時
間発展させると，対応する CD 上の符号語へ適切に写
されることを示した．そして，CD 上では先頭 n− r個
の実 qubitsに情報が格納されていることを示し，これ
によって復号が行われていることを確認した．さらに，
散逸ダイナミクスを用いたCDEやCDDによる時間発
展においては，系の純粋度が変化しないことを示した．
これを元に第 5章では，適当にとった初期状態を先
行研究の手法で符号化し，さらにそれを提案手法によ
り復号化する数値実験を行った．初期状態として純粋
状態と混合状態のいずれを取った場合においても，最
終的には初期状態に十分近い状態へ復号されることが
確認できた．また，変換の前後において純粋度が変化
していないことも確認できた．
6.2 今後の課題
本研究では，復号の過程において雑音が入らない理
想的な条件下での復号方法を考えた．一方，実問題に
おいては計算過程だけでなく複合過程においても雑音
が混入することが考えられる．計算過程においては，情
報が符号空間上に存在するので雑音由来の誤りを訂正
することができるが，復号過程においては符号空間か
ら外れるので，そのままの手法では誤りを訂正できな
い．そのため，理論をさらに発展させ，雑音が混入す
る場合でも正確に復号が行えるような手法を考える必
要がある．
また，実際の量子コンピュータではコヒーレンス時
間といって，量子的な重ね合わせ状態を維持できる時
間が決まっている．コヒーレンス時間を過ぎると，重ね
合わせが解けて古典的な情報へと落ちてしまう，デコ
ヒーレンス [11]という現象が確認されている．コヒー
レンス時間は量子コンピュータの物理的な実現方法に
強く依存するが，長くても 10−6 sほどであることが知
られている [12]．本研究で提案した手法は目標状態へ
漸近的に収束することを保証しているが，デコヒーレ
ンスの影響を考慮すると，一連の復号過程をコヒーレ
ンス時間内に終える必要がある．そのため，復号手続
きを高速に行えるように手法の改善を行うことが，今
後の課題として挙げられる．
A 補足の証明
補題 1

CDE(3.2)や CDD(4.11)はGKS-Lindblad方程式の形
式を満たす．

証明. 証明手順は同様なので CDEについてのみ示す．

Φ(ρ) = Φr ◦ · · · ◦ Φ1(ρ)

=
∑

s1,...,sr∈{+,−}

Asr,r · · ·As1,1ρA
†
s1,1

· · ·A†
sr,r

より，
Lk = Asr,r · · ·As1,1



k = (s1, . . . , sr),∀si ∈ {+,−}とすると

Φ(ρ) =
∑
k

LkρL
†
k

とかける．このとき，∑k L
†
kLk = I となることを帰納

法により示す．

A+,k =
1

2
(I + Sk) , A−,k =

1

2
Ck (I − Sk)

より，

A†
+,kA+,k =

1

2
(I + Sk) , A†

−,kA−,k =
1

2
(I − Sk) ,

A†
+,kA+,k +A†

−,kA−,k = I,

A†
+,kA−,k = A†

−,kA+,k = 0

が成り立つことに注意して証明を行う．
• r = 1のとき∑

k

L†
kLk = A†

+,1A+,1 +A†
−,1A−,1

= I

より成り立つ．
• r + 1のとき∑

k(r+1)

L†
kLk

=
∑
k(r)

{(A+,r+1 +A−,r+1)Lk}† {(A+,r+1 +A−,r+1)Lk}

=
∑
k(r)

L†
k

(
A†

+,r+1A+,r+1 +A†
−,r+1A−,r+1

)
Lk

=
∑
k(r)

L†
kLk

となるので，帰納法の仮定より成り立つ．
さて，∑k L

†
kLk = I に注意すれば，CDEは

L(ρ) = Φ(ρ)− ρ

=
∑
k

LkρL
†
k − 1

2

∑
k

L†
kLkρ−

1

2
ρ
∑
k

L†
kLk

とかけるので，これは式 (3.1)でH = 0とした場合に
一致する．
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